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RESUMEN:

Este trabajo pretende plantear la relacion metgiltddexistente entre el modelo propuesto con amigad
(Retana, M. J. et al, 2010) y el planteamientoiticalde la mecanica de Lagrange.

La metodologia de Lagrange es una metodologia iganéue desarrolla al margen de los conceptosdrisie
la mecanica clasica, excepto del concepto de emneRgse a las limitaciones tedricas que son didesti
presenta una serie de ventajas que le confierenarsatilidad que no tienen los métodos clasicamilica de
forma clara los problemas sencillos pero simplific@ablemente los problemas complejos. Esta esda g
ventaja en su aplicacion a los modelos medioamdietjue raramente son sencillos de plantear geapli

PALABRAS CLAVE: Sostenibilidad, modelos, variableambientales, modelizacién, metodologia de
modelizacion ambiental, mecanica analitica, Lageang

ABSTRACT:

This paper tries to raise the methodological ergtielation between the model proposed previo(RBtana,
M. J. et al, 2010)and the analytical exposition of Lagrange's medt&n

Lagrange's methodology is a generic methodologyctwit develops to the margin of the basic conceptthe
classic mechanics, except of the concept of enémggpite of the theoretical limitations that arelzhtable, he
presents a series of advantages that award a viétgdhat the classic methods do not have. It choapes of
clear form the simple problems but it simplifiesaidy the complex problems. This one is the grdatatage in
his application to the environmental models wharsfye are simple to consider and apply.
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1.-Introduccion.

La sostenibilidad y en especial el desarrollo sokte es quizas uno de los conceptos mas
ambiguos y controvertidos, que cada dia cobran mMmgmrtancia. La bldsqueda de la
sostenibilidad y el desarrollo sostenible exigegnar una serie de conceptos muy diversos y
factores muy dispares, econdémicos, sociales, aldsir politicos, ecoldgicos (Gallopin G. et
al, 2001; Kates et al, 2001). El desarrollo es @mmino relacionado con crecimiento,
estabilidad y modernizacion, pero no sélo tienesigmificado econémico o de crecimiento
material, sino que también persigue la realizagidena del ser humano. Una antigua
definicion de desarrollo sostenible lo vincula adtisfaccion de las necesidades del presente,
sin comprometer la habilidad de las futuras gemnenas para alcanzar sus propios requisitos.
¢ Pero, qué tipos de desarrollo son sostenibles?

Cuando se quiere hacer cualquier tipo de estudireda sostenibilidad se debe partir siempre
de una serie de variables ambientales, que sensagjriparse en las areas tematicas
hidrologia, calidad del agua, suelos, biota y asgesocioecondmicos. El propdsito de la
evaluacion ambiental es determinar los efectosadeattividades propuestas sobre dichas
variables y como dichos efectos pueden transmitirsetras variables a través de las
interacciones existentes entre ellas.

Asi, cuando se quiere calcular la evolucién deiartafactorA, que es funcion de muchos
otros parametros o subfactores, se plantea undepratica basica que es la operatividad del
sistema.

El campo tan general que hemos abierto al queseridr el factoA (Retana, M. J. et al,
2010), hace aparecer en el horizonte un problertiguanque en Mecanica Racional esta
resuelto desde hace mas de dos siglos y es lcegiensmina la Mecanica Analitica.

La Mecénica Analitica fue disefiada por Joseph Lbaggange en un texto que escribio en el
afio 1810. Ese texto, 0 mas bien esta teoria matanatinque de aplicacion directa a todos
los problemas de Mecanica, nos permite trabajamdeforma absolutamente diferente a lo
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que podriamos llamar método convencional o MECANICIBASICA. (Goldstein, H. 1994),
(Magro, R., 2001).

Nos podriamos preguntar qué relacion tiene la Meaafinalitica, que se suele relacionar

siempre con el ambito de la fisica y la ingenier@e aborda tantos conceptos dispares, sin
embargo, tiene un paralelismo importante. Su ingnora se describe en los siguientes

parrafos.

2.- Breve introduccion a la Mecanica de Lagrange.

La Mecanica Clésica es una mecanica que se basmarserie de condicionantes muy
simples. Existen unos elementos que se llaemh@s que son los puntos y los sélidos rigidos.
Sobre esos entes actlan una serie de elementss geaominarfuerzas

La interaccion de esdserzassobre cada uno de lentes(puntos o cuerpos) esta definida
mediante una serie de ecuaciones diferencialeas [Esuaciones diferenciales son capaces a
su vez de predecir el movimiento de un punto o@limiento de un cuerpo. O sea predicen:

“Como va a evolucionar la posicion de un punto cudecuerpo en funcion del tiempo”.

Los parametros que intervienen en la formulaciénlade ecuaciones de Lagrange son,
resumiendo, los siguientes (Prieto, M., 1994):

« T - Energia cinética total del sistema: suma de |l&sgéms cinéticas de las
particulas.

+ V - Energia potencial total del sistema: suma derasgéas potenciales de las
particulas.

- g > Coordenada generalizada: cada grado de libertadistema se expresa
mediante una coordenada generalizada.

. 9> velocidad generalizada: derivada temporal de lasordenadas
generalizadas.

- Q= Fuerzas generalizadas: si se considera unicarakecéso conservativo que
simplifica las ecuaciones, no hace falta defirsrfleerzas generalizadas.

http:/ /www.uax.es/publicaciones/archivos/TECMAD10_004.pdf



6. Maria Jesus Retana Maqueda, Laura Abad Toribio, Tomas Garcia Martin y Rafael Magro
Andrade

La forma mas general de estas ecuaciones, ecuadi@n&uler-Lagrange, para un sistema
discreto de particulas es:

dfoT | aT
| = |-=——=0. 1
dt[aqu aq, ? )

El subindicej va desde 1 hasta por lo que realmente tenemosecuaciones (siendo el
namero de grados de libertad del sistema), la uesn de estas ecuaciones nos dara el
estado del sistema en todo instante.

Las ecuaciones de la Mecanica Clasica funcionan lmiery en el entorno de la ingenieria y

empiezan a funcionar mal cuando los elementos sacrascOpicos 0 microscopicos. Sin

embargo, es preciso puntualizar que las coordergataralizadas del sistema no tienen por
gué ser distancias, pueden ser angulos, etc.

Si en las Ecuaciones de Lagrange se aplican sstems en el que todas las fuerzas son conservativas

podemaos reescribir la ecuacion (1) ya que:

_ - 0V(y,0,0,) _ OV

Q (2
. aq, aq

dfoar _6T+6V:O 3)(
dt{ 0g; ] dq; o0q;

El potencial,V, depende exclusivamente de las coordenadas tieaéas, y no de las velocidades
ov(q,,q,,...,0,)

j
(conocida simplemente como la Lagrangiana) como:
L=T-V 4

La Lagrangiana tiene una serie de propiedadesegjessamen en los siguientes puntos:

generalizadas, de modo qug: =0, por tanto se define la funcién Lagrangiana

« Hay infinitos modos diferentes de escoger las cammmdas generalizadas
(aunque cada sistema tiene un numero fijo de graeldibertad).

« En estas ecuaciones desaparece el caracter vedtaribhgrangiana, (L=T-V),
es un escalar, y por tanto, es invariante bajo e coordenadas.
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« La funcidbn Lagrangiana depende de las coordenadawergizadas, las
velocidades generalizadas y el tiempo, por tast@derdenadas generalizadas y
las velocidades generalizadas se tratan de moépéndiente, por ejemplo, una
derivada respecto a ao afectaria a ¢qt.

3.- Paralelismo.

Los multiplicadores de Lagrange, son un meétoda pgeabajar con funciones de varias
variables que nos interesa maximizar o minimizagsta sujeta a ciertas restricciones. Este
meétodo introduce una nueva variable escalar desamacel multiplicador de Lagrange, para
cada restriccion y forma una combinacion linealologerando los multiplicadores como
coeficientes. Se utilizan en estudios de analism@mico, por ejemplo en la gestion de la
economia de recursos naturales.

Lagrange, que era matematico no lo olvidemos, ®quiso y “logré” fue disefiar un método
geneérico, en el que podriamos decir que no hattea datender la Mecanica Racional, sino
poder “operar” con ella.

Es decir, disefid un método que proporciona unaduokigia que siempre es la misma, sean
cual sean las condiciones de trabajo, a diferedeido que ocurre, por ejemplo, en la
Mecanica Clasica, en que no se puede trabajar mralun sistema inercial que con un
sistema no inercial.

Sin embargo, Lagrange obvia todo esto. Disefid umodnéque permite saber como
evoluciona un sistema en funcion de una serie dabtas. Variables que son creadas por la
misma persona que disefia la evolucién de ese sistenariables que no tienen porqué ser
las mismas en diferentes tipos de estudio. De hdahmetodologia de Lagrange permite
elegir otras variables vy, si estan bien elegidaspgede predecir de forma correcta la
evolucion de un sistema con dos sistemas diferetgegriables, sea cual sea ese sistema.
Ahi esta el clargparalelismoque existe entre la Mecanica Analitica y la ing@&tion que se
quiere plantear.

Por ello, podriamos decir que la Mecéanica Analiéisaina formulacion abstracta y general de
la Mecéanica que permite el uso en igualdad de caris de sistemas inerciales y no
inerciales, sin que las ecuaciones del movimieatolien. O sea, las condiciones que hacen
prever la evolucion de un sistema.
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Es muy importante la palabra abstracta, ya queopcapa la idea de aleatoriedad y
generalidad del método propuesto.

La caracteristica principal de la formulacion d&lkecanica Analitica, es que se basa en unos
pocos principios generales, (Magro, R., 2001),padir de ellos se es capaz de generar una
serie de planteamientos que permiten obtener la@da de ese sistema.

La Mecéanica Analitica tiene, en general, dos foauigines basicas. Una es la formulacion
Lagrangiana (de Lagrange) y otra es la formula¢i@miltoniana (de Hamilton). Las dos
describen el mismo fendbmeno, independientementespectos formales y metodoldgicos, y
llegan a las mismas conclusiones. Sin embargariaulacion Lagrangiana estda mucho mas
orientada a la parte practica, por eso vamosiaartd en el desarrollo de este trabajo.

La Mecanica Lagrangiana tiene la ventaja de secisaofemente general como para que las
ecuaciones del movimiento sean invariantes resgectalquier cambio de coordenadas. Esto
es, permite trabajar con cualquier tipo de vargbéean cuales sean éstas, siempre que las
variables sean capaces de definir aspectos detrsisdel que se quiere prever su evolucion.

Asi, para un sistema com grados de libertad, es decir, que dependa dariables, la
Mecanica Lagrangiana proporciona un sistema deuaciones diferenciales ordinarias de 2°
orden, denominadas ecuaciones del movimiento, guaifgn conocer como evolucionara el
sistema.

Aungue, en general, la integraciéon de este sistamas sencilla, resulta de gran ayuda reducir
el nimero de coordenadas del problema buscandoitondesm o variables mas sencillas que
otras. Asi, por ejemplo, una variable distanciaiaég veces suele ser mas sencilla que una
variable de angulo; o, por ejemplo, una variablelible como puede ser la concentracion de
CO, a veces es mucho mas sencilla de valorar qaeanmable como aspectos sociologicos o
aspectos personales o apreciaciones sobre algéataspedioambiental.

Sin embargo, el planteamiento Lagrangiano tienecongplicacion, en problemas sencillos se
resuelve de forma muy facil, pero en problemas dejopno es tan sencilla de resolver.

A priori, se puede definir el nimero de variable® ge quiera siempre que cumplan una
condicion. Por ejemplo, si tenemos un sistema & dimensiones, la posicion de un punto
obviamente depende de tres dimensiones, aunquaptElinirla mediante ocho variables. Es

obvio que, de esas ocho variables, sobran cinagupacon tres dimensiones estaria definida
la posicion de un punto. Luego, tendriamos queduscas ecuaciones que relacionaran las
cinco variables dependientes, con las variablespieadientes.
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Cuando el sistema es muy sencillo, como deciames,dmuscar relaciones matematicas entre
ellas es muy facil y eliminarlas de la funcién gahéel sistema es también muy sencillo. Sin
embargo, a veces el buscar relaciones entre vesiat#pendientes, que se sabe que son
dependientes a priori por una metodologia bastxgerimental, es muy complicado y, sobre
todo, no solo encontrar relaciones, sino plasmas aglaciones mediante ecuaciones
matematicas.

Sin embargo, la teoria de Lagrange presentganalelismoinnegable con el problema
medioambiental que acabamos de plantear.

Se quiere ver cOmo evoluciona un sistema. Ernoldatele Lagrange, puede ser un punto, un
cuerpo o un sistema mucho méas complejo.

En Medio Ambiente queremos plantear cOmo variaisterea que llamaremaos, que a su
vez depende de un numero desconocido de variablegiey no sabemos cémo se
interrelacionan entre si, pero que sabemos queregrg tiene relacion.

En Mecanica ese sistema depende de muchas varigbeso sabemos a priori cuantas son
ni cuales son. Y, cuando las elegimos, no sabeni#s1®s elegido de mas o de menos.

En los andlisis medioambientales nos pasa algdasindomo hemos dicho al principio, el
gran problema que tenemos, es que hay una sevigridéles que son obvias a la hora de ser
elegidas, pero hay otra serie de variables questdotan claro que hagan variar al sisténa
gue la dependencia del sistemale ellas sea suficientemente importante como teaexlas

en cuenta. Pero también puede ocurrir que hayablas que no sabemos si influyen sobre

y que si influyen.

Este es esegundo paralelismo
El tercer paralelismase centra en las propias variables de las quendeped sistemaA.

Acabamos de decir que Lagrange permite elegir aieldipo de variable y que incluso
seamos capaces de predecir como se milggesea, cOmo evoluciona un sistema mecanico
eligiendo diferentes grupos de variables.

Exactamente igual puede pasar en Medio AmbientsidEemaA dependera de un numero
finito de variables, pero su evolucién puede sedigha o disefiada de forma que puede
funcionar muy bien y se puede prever muy bien slueidn con dos, tres o cuatro variables
de un tipo u otras de tipo absolutamente diferente.
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Y si lo que estamos buscando es como va a varewotucionar el sistemd&, no debe
preocuparnos qué tipo de variables vamos a elegitinico que debe preocuparnos es si la
evolucion es correcta, 0 sea, Si se ajusta a lidaday si las variables que hemos elegido para
predecir esa evolucion son medibles.

En este sentido, si elegimos un tipo de variabéetad cuales no sabemos como va a ser su
evolucion, dificilmente podremos saber como vaaahvariar el sistema A.

Por ultimo, Lagrange es capaz, aplicando las dememias ecuaciones de Lagrange, de
obtener una serie de ecuaciones (denominadasaciones del movimiept@ue una vez
integradas permiten definir la posicion del sisteamduncion del tiempo.

Estas variables que utiliza Lagrange tienen queasables independientes, es decir, cuando
tengamos un sistema que depende de ocho varialdessgpa que, al final, s6lo hay tres

independientes, s6lo habra tres ecuaciones delnmentio y no puede haber mas; porque si
planteamos el método de Lagrange con variablesndepses, estaremos falseando los datos
y las integrales no saldrian correctas.

Algo similar ocurre en el ambito del Medio Ambiente

En el estudio de la evolucién de la sostenibilidatbiental, tenemos una serie de variables
gue dependen entre si. Por ejemplo, imaginemoglagistemaA que queremos estudiar es el
nivel acustico en una via. Este depende de vasiaolmo pueden ser el nimero de vehiculos,
la velocidad del viento, la temperatura o las daré&ticas geométricas de la via. Entonces, de
las cuatro variables anteriores, sin hacer un ®stmiuy profundo, parece que las
caracteristicas geométricas de la via no tienem @& ver con la temperatura ni con la
velocidad del viento. Podrian tener algo que vé&zaoon el nimero de vehiculos en la via.

Lo que parece obvio, es que el numero de vehiarlda via no tiene nada que ver ni con la
velocidad del viento ni con la temperatura. Perobigén parece obvio que si existe alguna
relacion, aunque es complicada y no la sabemosg dat velocidad del viento y la
temperatura.

Tendriamos un caso en el cual hay cuatro varialleslas cuales dos de ellas parecen
claramente dependientes (velocidad del viento ypégaiura) y las otras dos (intensidad del
trdfico y geometria de la via) son independienteeesi. Por tanto, nuestro sistema
dependeria de tres variables que podriamos llardapéendientes.

Entonces, lo que tendriamos que hacer es intentmab una relacion entre la temperatura y
la velocidad del viento que nos permitiera elimimaa de ellas de nuestro estudio.
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¢, Qué es mas facil de medir? En este caso, el ey@splon dos variables muy sencillas y que
son faciles de medir. Pero siempre en todos loflgserde Medio Ambiente hay unas
variables mas complicadas de medir que otras.

Para la relacion entre ellas, podriamos recurrgstudios historicos o a relaciones que
hayamos medido nosotros, teniendo en cuenta quendauahacemos estudios

medioambientales el primer y segundo decimal saprédeiables. Esto es, cuando por
ejemplo hablamos de niveles acusticos, variacideels dB 6 2 (aunque la ley es estricta) no
tienen sentido.

Cuando se habla de concentraciones de CO g, deoNse puede hablar de limites concretos,
sino que hay que hablar siempre de intervalos.t&up, las ecuaciones matematicas son
mucho mas laxas y no hace falta tener datos tact@x@omo podriamos necesitar en un
problema de Mecanica.

De esta forma, realizando un estudio propio, paurg predecir una ley matematica que
relacionara la velocidad del viento con la tempgeatEntonces, en la formulacién final del
modelo tendria Unicamente tres variables indepateieque serian el trafico, la geometria de
la via y, por ejemplo, la temperatura.

4 .- Conclusiones.

En este articulo hemos querido poner de manifigs¢éouna metodologia que se podria tachar
de extremadamente tedrica y que en principio salegia aplicable al desarrollo de la
mecanica teorica puede aplicarse con pequefasivaes al estudio de modelos de caracter
medioambiental. Es importante destacar que esizaajdin tiene su mayor utilidad cuando se
le da al modelo un caracter dinamico permitiende lgs variables medioambientales que en
un principio pueden suponerse estaticas, se ctéanien dinAmicas lo que nos va a permitir
mediante unas ecuaciones similares a las de Lagramy la variacion en el tiempo de
conceptos tan complejos como la sostenibilidadlyrestodo, puede ser una herramienta muy
atil en la toma de decisiones en diferentes timpaauaciones.
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